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Вступление

Вариабельность сердечных ритмов 
имеет сложную динамику, что предо-
пределяет возникновение ряда про-
блем при проведении качественного 
анализа различных типов специфи-
ческих заболеваний. С точки зрения 
теории системного анализа, регистри-
руемую электрокардиограмму (ЭКГ) 
можно рассматривать как выходной 
сигнал нелинейной нестационарной 
динамической системы, характеризу-
емой различными переходами между 
устойчивым, замирающим и хаотиче-
ским поведением. Знание этих осо-
бенностей принципиально важно для 
понимания особенностей динамики 
сердечных ритмов и их классифика-
ции. Однако, как это хорошо известно, 
линейные методы анализа сердечных 
ритмов (в первую очередь, различные 
варианты методов Фурье и параме-
трического спектрального анализа) не 
дают удовлетворительных результатов, 
а большинство известных методов не-
линейного анализа, заимствованных 
из теории динамики стохастических 
систем (фрактальная размерность, 
коэффициенты Ляпунова и др.), тре-
буют достаточно длинных временных 
последовательностей и, зачастую, 
не обеспечивают требуемую степень 
чувствительности применительно к за-
даче идентификации типа динамики 
сердечного ритма.

Одно из наиболее «модных» направ-
лений качественного анализа сердечной 

динамики базируется на математиче-
ском аппарате нелинейного анализа 
с тохас тических временных рядов 
[1–4]. В рамках этого подхода, состоя-
ние сердца, как некоторой системы, в 
любой момент времени описывается 
переменными состояния (предшеству-
ющими отсчетами): x

1
(t), x

2
(t),..., xd(t). 

Эти отсчеты образуют вектор x(t)  в d-
мерном пространстве, называемом фа-
зовым пространством (или простран-
ством состояний), причем величина d 
характеризует размерность вложения. 
Этот вектор мигрирует во временной 
области, формируя траекторию фазо-
вого пространства (орбиту). Базовая 
идея такого подхода базируется на 
предположении о том, что тополо-
гические особенности временной 
эволюции траектории многомерного 
фазового пространства, характеризуют 
особенности поведения динамики иссле-
дуемой системы (в нашем случае — ди-
намики сердечных ритмов). В [5] было 
отмечено, что формирование фазового 
пространства на основе использова-
ния операций дифференцирования 
неизбежно приводит к росту влияния 
шумовых компонент. Кроме этого, тра-
диционные методы вложения имеют 
очевидный недостаток при анализе 
существенно неоднородных времен-
ных сигнальных последовательностей 
(к каковым относятся ЭКГ), в которых 
сосущес твуют учас тки с быс трым 
и медленным движениями. 

Целью работы является разработка 
и демонстрация информационных 
возможностей нового метода много-
параметрового качественного анализа 
динамики ЭКГ, устойчивого к влиянию 
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структурных и измерительных шумов 
в условиях отсутствия априорной ин-
формации о их спектральных и стати-
стических характеристиках.

Материалы, 
методы 
исследования, 
анализ 
результатов

1. Алгоритм адаптивной 
фильтрации ЭКГ

Алгоритм фильтрации рассмотрим 
на примере одноканальной ЭКГ, по-
скольку вариант многоканальной ЭКГ 
требует отдельного рассмотрения. В со-
ответствии с общепринятым подходом, 
регистрируемую ЭКГ g(t) можно пред-
ставить в виде

g(t) = s(ti) + n(ti); i = 1,2,...N,

где s(ti) — «идеальная» ЭКГ, n(ti) — кор-
релированный шум с неизвестными 
статистическими и спектральными 
характеристиками, N — количество от-
счетов регистрируемой ЭКГ. Поскольку 
о правой части выражения (1) ничего не 
известно, то это не позволяет использо-
вать методы оптимальной фильтрации 
для оценки s(t). Наличие шума оказы-
вает серьезное влияние на вычисление 
первых и вторых производных от g(t), 
как это можно видеть на рис. 1. Образцы 
ЭКГ были получены из международной 
базы данных «Physionet».

Из рассмотрения рис. 1 следует, что 
синтез фазового портрета ЭКГ в систе-
ме координат (g–g’–g’’) затруднен 

(1)

Рис. 1. Характеристики ЭКГ (мерцательная аритмия): а — g(t); б — g’(t); в — g’’(t).

из-за шумоподобного характера g’’(t) 
обуславливаемого наличием шумов 
в регистрируемой ЭКГ, что диктует 
необходимость ее предварительной 
фильтрации.

Структура адаптивного алгоритма 
включает в себя следующие этапы.

1. Исходя из максимальной про-
тяженности L ожидаемого интервала 
корреляции (вложения) зашумленной 
ЭКГ g(ti) формируется прямоугольная 
матрица вложенных векторов G ана-
лизируемой ЭКГ вида

был обобщен для решения задач по-
вышения чувствительности анализа 
слабоконтрастных радиологических 
изображений.

Поэтому, по нашему мнению, здесь 
важна качественная интерпретация 
результатов отображения ЭКГ в син-
гулярных базисах вложенных век-
торов и фиксация отличия метода 
от известных вариантов отображения 
динамики ЭКГ.

В этой связи следует отметить не-
которые особенности метода.

1. Столбцы матрицы G являются 
сильно коррелированными, поэтому 
сингулярное разложение матрицы G, 
приводящее к синтезу ортонормиро-
ванной матрицы сингулярных векторов 
U, с физической точки зрения, пред-
ставляет собой такой тип математиче-
ского преобразования, которое макси-
мизирует различия между столбцами 
матрицы G. 

2. Первый сингулярный вектор U
1
, 

в соответствии с теорией метода наи-
меньших квадратов [10], характеризует 
наибольшую степень «похожести» всех 
столбцов матрицы G друг на друга, что 
обеспечивает необходимый эффект 
фильтрации ЭКГ от шумов и позволяет 
рассматривать U

1
(t) виде аналога s(t).

3. Поскольку никаких априорных 
предположений о характере s(t) и шу-
мов n(t) не используется, то метод сингу-
лярного разложения матрицы вложен-
ных векторов G можно рассматривать 
в виде аналога адаптивной фильтрации 
регистрируемой ЭКГ g(t).

4. Рассуждая аналогично, можно 
показать, что U

2
 (t)  s’(t), а U

3
 (t)  s’’(t), 

что позволяет их использовать для 
пос троения трехмерных фазовых 
портретов.

5. Поскольку сингулярные вектора 
являются ортонормированными, то 
они по своей сути представляют много-
мерный информативный базис для 
отображения топологических особен-
ностей фазовых портретов анализи-
руемых ЭКГ.

G = [                                                     ] g(t
1
) g(t

2
) ... g(tL)

g(t
1
) g(t

3
) ... g(tL+1

)
. . ... .

g(tN–L+1
) g(tN–L+2

) ... g(tN)
(2)

размерностью (N–L+1)  L, причем 
N  L.

2. Проводится сингулярное разло-
жение матрицы G [6]

G = UWV T, (3)

где U = [U
1
U

2
...UL] — матрица сингуляр-

ных векторов размерностью (N–L+1)  L, 
формирующая ортонормированный 
базис пространства натянутого на 
столбцы матрицы G; W — диагональная 
матрица, элементы которой wi(i = 1,...,L)  
являются сингулярными числами ма-
трицы G, причем w

1
 w

2
... w

L
 0. Они 

являются собственными значениями  
матрицы GTG, а V — представляет собой 
ортогональную матрицу размерностью 
(LL). 

Следует отметить, что само по себе 
представление одномерного сигнала 
в виде (2) с последующим использо-
ванием его сингулярного разложения 
не ново. Впервые оно было использо-
вано в [7] под названием «сингулярный 
спектральный анализ». Позднее, этот 
же вариант, под названием метод «гу-
сеница» [8], был использован для задач 
прогнозирования случайных про-
цессов, а в работе [9], под названием 
«метод автоморфного отображения», 

a б в
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На рис. 2 представлены первые три 
сингулярных вектора исходной ЭКГ 
(рис. 1а) при глубине вложения L = 30.

Сопоставление рис. 1 и рис. 2 показы-
вает, что сингулярное разложение макси-
мизирует различие между вложенными 
векторами ЭКГ, которое можно считать 
эквивалентным использованию устойчи-
вой («регуляризированной» [11]) опера-
ции дифференцирования. Это позволяет 
эффективно использовать вектора Ui 

в качестве основы новой координатной 
системы отображения топологических 
особенностей динамики ЭКГ (рис. 3).

Сопоставление рис. 3а с рис. 3б 
свидетельствует о преимуществе пред-
ложенного метода с точки зрения вы-
деления топологических особенностей 
фазовых портретов ЭКГ по сравнению 
с традиционным методом их синтеза.

Рис. 2. Сингулярные вектора ЭКГ (рис. 1а) для L = 30 : а — U
1
; б — U

2
; в — U

3
.

мационной значимости всего ансам-
бля {U} сингулярных векторов.

Ответ зависит от анализа нормиро-
ванной матрицы сингулярных чисел W, 
характеризующей ранг (число линейно 
независимых векторов равное числу 
сингулярных чисел wi (i = 1,...,K  L) 
которые можно считать отличными от 
нуля) матрицы G.

На рис. 4 представлены нормиро-
ванные сингулярные спектры трех ти-
пов ЭКГ при глубине вложения L = 30.

Анализ рис. 4 показывает, что ранг 
матрицы G для нормальной ЭКГ при-
мерно равен 14, ЭКГ с сердечной недо-
статочностью  4, а ЭКГ с мерцательной 
аритмией  6, т.е. нормальную ЭКГ 
можно характеризовать семью двухмер-
ными фазовыми портретами, а патоло-
гические ЭКГ — двумя, тремя фазовыми 
портретами.

На рис. 5 приведены по три фазовых 
портрета для трех типов ЭКГ в системах 
координат (U

1
–U

2
), (U

3
–U

4
) и (U

5
–U

6
). 

Из рассмотрения рис. 5 следует, что фа-
зовые портреты построенные на основе 
сингулярных векторов возрастающего 
порядка отображают все более высоко-
частотные особенности динамического 
процесса, диагностическая значимость 
которых требует проведения отдельных 

исследований, однако в наших экспе-
риментах всегда наблюдалось такое 
критическое значение i = K  L, начиная 
с которого фазовый портрет динамики 
ЭКГ в сингулярных базисах приобретал 
хаотический характер. 

С позиции качественного анализа, 
наиболее информативным представ-
ляется синтез фазовых портретов в ба-
зисах образованных первыми двумя 
сингулярными векторами U

1
 и U

2
.

a б в

a б

Рис. 3. Трехмерный фазовый портрет ЭКГ (мерцательная аритмия) 
сформированный в базисах: а — (g–g’–g’’) рис. 1; б — (U

1
–U

2
–U

3
) рис. 2.

Поскольку в рамках метода сингу-
лярного разложения синтезируется L 
сингулярных векторов, то естественным 
образом возникает вопрос о инфор-

2. Сколько фазовых 
портретов необходимо 
для анализа ЭКГ?

3. Отображение 
особенностей ЭКГ 
как яркостных 
изображений 
по автокорреляционной 
функции ядра второго 
порядка модели Вольтерра

Разложение анализируемой ЭКГ 
по сингулярному базису вложенных 
векторов открывает еще одну воз-
можность отображения ЭКГ, но не в 
качестве фазового портрета, а яркост-
ного изображения определенного 
типа, на основе проведения аналогии 
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Рис. 4. Нормированные сингулярные спектры W трех типов ЭКГ при глубине вложения 
L = 30: а — норма; б — сердечная недостаточность; в — мерцательная аритмия.

a б в

Рис. 5. Фазовые портреты трех типов ЭКГ синтезированных в базисах сингулярных векторов 
(U

1
–U

2
), (U

3
–U

4
) и (U

5
–U

6
) при глубине вложения L = 30: а — норма; б — сердечная недостаточность; 

в — мерцательная аритмия.

a

б

в
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сердечной динамики с теорией нели-
нейных систем. В рамках общей теории 
систем Вольтерра показал [12], что, для 
«условно» стационарной нелинейной 
системы с конечной памятью, соотно-
шение между входом u(t)и выходом v(t) 
определяется как

где h
1
(τ); h

2
(τ

1
,τ

2
); h

3
(τ

1
,τ

2
,τ

3
) — ядра Воль-

терра, являющиеся симметричными 
функциями, причем член первого по-
рядка представляет собой интеграл 
свертки линейной системы. Функ-
циональный смысл ядер Вольтерра 
заключается в проведении аналогии 
между взаимодействием нескольких 
импульсов (отсчетов ЭКГ). Поскольку 
ядро первого порядка рассматривается 
как модель, с помощью которой учи-
тывается влияние прошлых значений 
входного сигнала на реакцию в настоя-
щий момент, то ядра Вольтерра высших 
порядков можно рассматривать в виде 
модели, описывающей зависимость 
значения выходного сигнала в настоя-
щий момент, от взаимодействия про-
шлых значений входного сигнала. 

Выражение (4) является чисто ма-
тематическим, поскольку при попытке 
его применения к исследованию осо-
бенностей динамики сердечных рит-
мов возникает два принципиальных 
вопроса.

1. Что рассматривать в качестве вход-
ного сигнала u(t), если характеризовать 
сердечную динамику ядрами Вольтера 
(g(t) — регистрируемая ЭКГ)?

2. Какой вид (характеристики) дол-
жен иметь входной сигнал u(t)?

С биофизической точки зрения 
однозначные ответы на поставленные 
вопросы отсутствуют, но в рамках си-

g(t) = h1
(τ)u(t–τ)dτ + 

h2
(τ

1
,τ

2
)u(t–τ

1
) u (t–τ

2
)dτ

1
dτ

2
 + 

h3
(τ

1
,τ

2
,τ

3
)...,

0

0



0



0



0 0



(4)

Рис. 6. Характеристики четвертого сингулярного вектора U
4
 при глубине вложения L = 4: 

а — U
4
; б — гистограмма U

4
; в — автокорреляционная функция U

4
(t).

стемного подхода для реализации целей 
данной работы последующее изложение 
базируется на трех положениях.

1. В регистрируемой ЭКГ g(t) име-
ются компоненты, которые допустимо 
рассматривать в виде виртуального 
входного сигнала u(t).

2. Входной сигнал u(t) должен быть 
более широкополосным, по сравнению 
с выходным сигналом g(t).

3. Априорные спектральные и ста-
тистические характеристики виртуаль-
ного входного сигнала u(t) следует 
рассматривать как неизвестные.

В этой связи, центральной является 
проблема выделения компоненты u(t) 
из регистрируемой ЭКГ g(t). Посколь-
ку в качестве оптимального сигнала 
на входе нелинейной системы при 
решении задачи ее идентификации 
следует использовать некоррелирован-
ный гауссовский шум [13], то в качестве 
виртуального входного сигнала следу-
ет рассматривать первый сингулярный 
вектор UK(t) = u(t) характеристики 
которого близки к некоррелирован-
ному гауссовскому шуму, а в качестве 
выхода — UK(t) = u(t).

Проведенные эксперименты по-
казали, что уже при глубине вложения 
L = 4, U

4
(t) соответствует требуемым 

характеристикам (рис. 6).
В отношении ядер модели Вольтерра 

(4) следует отметить:
· ядро первого порядка (вектор h

1
) 

отвечает за линейные эффекты в ЭКГ 
и не представляет интереса;
· ядро третьего порядка h

3
 представ-

ляет собой объемный параллелепипед 
в пространстве трех временных задер-
жек и не может быть синтезировано 
за приемлемый интервал вычислитель-
ного компьютерного времени.
· ядро второго порядка h

2
 представ-

ляет собой квадрат и может быть пред-
ставлено в виде аналога яркостного 
изображения отображающего особен-
ности нелинейной динамики анализи-
руемых ЭКГ.

На рис. 7–1 представлены изобра-
жения ядер Вольтерра второго порядка 
для трех типов анализируемых ЭКГ, 
из рассмотрения которого видно, что 
структура ядра второго порядка h

2
(τ

1
,τ

2
) 

имеет текстурную форму. В целях 
увеличения степени отличий ядер, це-
лесообразно ориентироваться на ана-
лиз их автокорреляционной функции  

а вб

r(u,v) = 
   h

2
(τ

1
,τ

2
)h

2
(u + τ

1
,v + τ

2
)

x=0 y=0

MM

   h
2

2(τ
1
,τ

2
)

MM

y=0x=0

(5)

в предположении, что изображение  
является квадратным с размерностью 
(M  M) пикселей.

Анализ рис. 7 наглядно свидетель-
ствует, что при выделении характер-
ных информативных признаков очень 
важной является технология отобра-
жения информации, поскольку лишь 
на рис. 7–3 четко выявились различия 
ядер Вольтерра для нормальной и па-
тологических ЭКГ.

Устойчивый характер топологии 
нормальной ЭКГ на рис. 7–3а свиде-
тельствует о устойчивости сердечного 
ритма, слабо зависящего от соседних 
отсчетов ЭКГ в моменты τ

1
 и τ

2
, тогда как 

для патологических ЭКГ на рис. 7–3б 
и рис. 7–3в осциллирующий характер 
зависимости автокорреляционных 
функций r(u,v) говорит о неустойчиво-
сти сердечного ритма, сильно завися-
щего от текущих значений временной 
динамики ЭКГ.

Заключение

1. Предложен новый помехоустой-
чивый метод адаптивной фильтрации 
и качественного анализа топологи-
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ческих особенностей динамики ЭКГ 
в ортонормированном базисе син-
гулярного разложения вложенных 
векторов. 

2. Метод не требует какой-либо 
априорной информации о спектраль-
ных и статистических характеристиках 
шумов.

3. Характерные особенности фа-
зовых портретов ЭКГ проявляются 
в базисе первых трех сингулярных 
векторов, тогда как детали — в базисе 
последующих векторов.

4. Метод сингулярного разложения 
ЭКГ позволяет разделить ЭКГ на от-
дельные ортогональные составля-
ющие, что открывает возможность 
использования методологии «черного 

ящика» в рамках модели Вольтерра 
д ля дополнительного повышения 
достоверности качественной клас-
с и ф и к а ц и и о со б е н н о с т е й д и н а-
мики ЭКГ на основе визуализации 
и анализа ядер второго порядка.

5. Полученные результаты свиде-
тельствуют, что в рамках предложен-
ного подхода анализируемой ЭКГ 
возможно сопоставление двумерной 
яркостной характеристики (изобра-
жения) отображающей основные осо-
бенности ее динамики, что позволяет 
использовать математический аппарат 
цифровой обработки изображений 
и вычислительного интеллекта в целях 
повышения достоверности диагности-
ческой классификации.

Рис. 7. Изображения ядер Вольтерра h
2
(τ

1
,τ

2
) и их автокорреляционных функций 

r(u,v): 1 — h
2
(τ

1
,τ

2
); 2 — r(u,v) нормированное на единицу; 3 — r(u,v) отображаемое 

в диапазоне 0–255 градаций серого (а — норма; б — сердечная недостаточность; 
в — мерцательная аритмия).
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of ECG analysis and mapping 
at singular value 
decomposition basis 
of embedded vectors
A. M. Akhmetshyn, K. A. Akhmetshyn
Dniepropetrovsk National University 
Ukraine

Abstract
Information possibilities a new me-

thod electrocardiogram quality analysis 
in multidimensional phase space are 
considered. The method is noise stability 
and do not require a priori information 
about spectral and statistical noise 
characteristics. 
Key words: electrocardiogram, phase 
portrait, singular decomposition, quality 
analysis.
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Інформаційні можливості 
аналізу і відображення 
електрокардіограм 
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векторів
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Резюме
Розглянуті інформаційні можли-

вості нового методу якісного аналізу 
електрокардіограм у багатовимірному 

фазовому просторі утворюваним ор-
тонормованими векторами сингуляр-
ного розкладу. Метод завадостійкий 
і не потребує апріорної інформації 
о спектральних та статистичних харак-
теристиках шумів. 
Ключові слова: електрокардіограма, 
фазовий портрет, сингулярний розклад, 
якісний аналіз.




